
Моделирование турбулентных течений



2

Ламинарные и турбулентные течения
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Разнообразие турбулентных течений
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Число Рейнольдса

𝑼

𝑈∞ = 70 м/с, D=0.04 м, ReD=180000

Re𝐷 =
𝑈𝐷

𝜈
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Переход к турбулентности
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Признаки турбулентных течений

• Нерегулярность
турбулентное течение нерегулярно, случайно и хаотично

• Диффузионность
в турбулентном течении диффузия выше, чем в ламинарном

• Высокое число Рейнольдса
• Трехмерность
• Диссипативность

энергия наиболее мелких вихрей диссипирует в тепло (Колмогоровский масштаб)

• Неразрывность
размеры наиболее мелких вихрей намного больше длины свободного пробега

𝜂𝑘 =
𝜈3

𝜀

1
4

𝜀 = 𝜈
𝜕𝑢𝑖

′

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑢𝑖
′

𝜕𝑥𝑗
– местная скорость диссипации на единицу массы

𝜈 – кинематическая вязкость𝐿

𝜂𝑘
~Re

3
4
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Средняя величина и пульсации

• Турбулентность существует на фоне «основного» движения
например, на фоне однородного потока

• «Основное» движение можно выделить путем осреднения
- по времени
- по пространству
- по ансамблю реализаций
- по фазе

• Турбулентное течение можно разделить на осредненную 
(детерминированную) и пульсационную составляющие

𝑢 = 𝑢 + 𝑢′

• Турбулентные течения, у которых осредненная составляющая не 
зависит о времени, называются стационарными

• Кинетическая энергия турбулентности:

𝑘𝑡 =
𝑢′2 + 𝑣′2 + 𝑤′2

2

• Интенсивность турбулентности:

𝑇𝑢 ≡ 𝐼 =
𝑢′

𝑈
=

2

3

𝑘𝑡
𝑈2

𝑢′ = 𝑢′2 + 𝑣′2 + 𝑤′2 /3 𝑈 = 𝐮 – средняя скорость потока
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Энергетический спектр

• Пульсации в точке можно разложить в ряд Фурье

𝑢′(𝑡) = 2෍

𝑘=1

∞

𝑎𝑘 cos 2𝜋𝑓𝑘𝑡 + 𝑏𝑘 sin 2𝜋𝑓𝑘𝑡 𝐵𝑘 = 𝐵 𝑓𝑘 = 2 𝑎𝑘
2 + 𝑏𝑘

2 - амплитуда

2𝑘𝑡 = 𝑢′2 = 0׬
∞
𝐸1 𝑓 𝑑𝑓

𝐸 𝑓𝑘 =
𝑇

2
𝐵 𝑓𝑘

2 - спектральная плотность:

• Трехмерный энергетический спектр:

𝐸 𝑘 , 𝑘 , где 𝑘 =
2𝜋

𝜆
– волновое число (𝜆 - длина волны)

𝑘𝑡 = 𝑢′2 = 0׬
∞
𝐸 𝑘 𝑑𝑘

можно определить долю энергии турбулентных вихрей заданного 

диапазона размеров 𝑙1, 𝑙2 : 𝑘𝑡 𝑙1, 𝑙2 = 𝑘1׬
𝑘2 𝐸 𝑘 𝑑𝑘 (𝑘1 =

1

𝑙1
, 𝑘2 =

1

𝑙2
)
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Энергетические спектры

сплошной линейчатый смешанный
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Преобразование энергии в турбулентных течениях

• энергия поступает от осредненного потока к наиболее крупным (когерентным, энергонесущим
вихрям)

• последовательно передаётся всё более мелким и мелким вихрям («каскадный перенос)

• наиболее мелкие вихри («колмогоровские») диссипируют и передают энергию тепловому 
движению



11

Энергетический спектр

генерационный
интервал

инерционный 
интервал

диссипативный 
интервал

𝐸(𝑘) = 𝐶𝑘𝜀
2

3𝑘−5/3 - закон «-5/3» Колмогорова
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Энергетический спектр
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Классификация методов расчета турбулентных течений

DNS: (разрешение)

LES: разрешение моделирование

RANS: моделирование

Инерционный
интервал
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Пример DNS-LES-RANS

Развитое турбулентное течение в плоском канале Струя
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Течение возле круглого цилиндра

𝜂𝑘~2 ⋅ 10
−4𝐷

Δ = 2.5 ⋅ 10−2𝐷
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Уравнения Навье-Стокса

• Записаны относительно мгновенных значений переменных

𝜌
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑡

+ 𝜌𝑢𝑗
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗

= −
𝜕𝑝

𝜕𝑥𝑖
+
𝜕𝑡𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑗

𝑡𝑖𝑗 = 2𝜇𝑆𝑖𝑗 - тензор вязких напряжений

𝑆𝑖𝑗 =
1

2

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗
+

𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖
- тензор скоростей деформации

𝜌
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑡

+ 𝜌𝑢𝑗
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗

= −
𝜕𝑝

𝜕𝑥𝑖
+

𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝜇
𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖

Уравнения сохранения импульсов для несжимаемого случая:
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Уравнения Рейнольдса (Reynolds averaged Navier – Stokes, RANS)

𝜏𝑖𝑗
𝑇 = 𝜌 𝑢𝑖

′𝑢𝑗′ - (симметричный) тензор рейнольдсовых напряжений (6 

независимых компонент)

𝜌
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑡

+ 𝜌𝑢𝑗
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗

= −
𝜕𝑝

𝜕𝑥𝑖
+

𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝜇
𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖
− 𝜌 𝑢𝑖

′𝑢𝑗′

• Получаются из уравнений Навье-Стокса путем их осреднения
- по ансамблю, по времени, по пространству
- должны удовлетворять условиям Рейнольдса

- период осреднения должен быть много больше максимального периода турбулентных пульсаций
- записаны относительно осредненных переменных

𝑓 + 𝑔 = 𝑓 + 𝑔 𝑎𝑓 = a 𝑓
𝜕𝑓

𝜕𝑠
= 

𝜕 𝑓

𝜕𝑠
𝑓 𝑔 = 𝑓𝑔

𝑓 =
1

2𝑇
න
𝑡−𝑇

𝑡+𝑇

𝑓 𝑡 𝑑𝑡

след tr 𝜏𝑖𝑗
𝑇 = tr 𝜌 𝑢𝑖

′𝑢𝑗′ = 𝜌 𝑢𝑖
′𝑢𝑖′ = 2𝑘𝑡- кинетическая энергия 

турбулентности
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Замыкание уравнений RANS (полуэмпирические модели турбулентности)

• Модели Рейнольдсовых напряжений (RSM, Reynolds Stresses Model)
- дифференциальные (могут быть получены из уравнений Навье-Стокса с использованием 

осреднения по Рейнольдсу)

- алгебраические (ARSM): явные (EARSM) и неявные

• На основе гипотезы Буссинеска (линейные модели, модели эффективной вязкости)

− 𝑢𝑖
′𝑢𝑗′ = 𝜈𝑡

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖
−
2

3
𝑘𝑡𝛿𝑖𝑗

𝜌
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑡

+ 𝜌𝑢𝑗
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗

= −
𝜕 ෤𝑝

𝜕𝑥𝑖
+

𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝜌(𝜈 + 𝜈𝑡)

𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖
෤𝑝 = 𝑝 +

2

3
𝑘𝑡

- модели с одним уравнением: Спаларта-Аллмараса, SA; Секундова
- модели с 2 уравнениями: 𝑘𝜀, 𝑘𝜔, 𝑘𝜔 SST Ментера



19

Как строятся современные модели турбулентности

• 1, 2,... уравнения переноса с источниками

𝜕𝜌𝐴

𝜕𝑡
+
𝜕𝜌𝑢𝑗𝐴

𝜕𝑥𝑗
= 𝑃 − 𝐷 + 𝐷𝑖𝑓𝑓 +⋯

𝑃 − производство

𝐷 − диссипация

𝐴 − 𝑘, 𝜀 (KE)   𝑘, 𝜔 (KO, SST,…)    ǁ𝜈 (SA)     𝛾

• Основные закономерности: канонические турбулентные течения, эксперимент, DNS

Однородная изотропная
турбулентность

Свободные сдвиговые течения Пограничный слой
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Уравнения для LES (отфильтрованные по пространству)

𝜏𝑖𝑗 = 𝑢𝑖𝑢𝑗 − 𝑢𝑖 𝑢𝑗 − тензор подсеточных напряжений

𝜌
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑡

+ 𝜌𝑢𝑗
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗

= −
𝜕𝑝

𝜕𝑥𝑖
+

𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝜇
𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖
− 𝜏𝑖𝑗

• Получаются из уравнений Навье-Стокса путем их фильтрации по пространству

фильтр Гаусса:
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Подсеточная модель Смагоринского

• Наиболее часто используется при проведении LES
• Основана на гипотезе Буссинеска (использует подсеточную вязкость)

Выполнение закона «-5/3»,
• Константу можно оценить из энергетического спектра Обухова

• Калибровка константы задаче о вырождении однородной изотропной
турбулентности (DIHT) (Cs≈0.2)
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Разрешаемые и моделируемые масштабы в рамках LES
𝜂𝑘~2 ⋅ 10

−4𝐷

Δ = 2.5 ⋅ 10−2𝐷

𝜂𝑘~1.4 ⋅ 10
−4𝐷

𝜂𝑘~3 ⋅ 10
−5𝐷 𝜂𝑘~1.9 ⋅ 10

−5𝐷


